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1. Smieré programu Hilberta

Historyczne spojrzenie na rozw6j matematyki pozwala wnosié, ze przelom dziewigtnastego i
dwudziestego wieku byt dla tej dyscypliny okresem wyjatkowym. Wystarczy wspomnie¢ tutaj
chociazby o preznym rozwoju algebry, topologii, czy geometrii. Szczeg6lnie ta ostatnia
zdawata si¢ otwiera¢ nowe horyzonty dla nauk dedukcyjnych. Oto bowiem odrzucenie
piatego aksjomatu geometrii euklidesowej 1 zwiazane z nim wyksztatcenie si¢ geometrii
siodlowej 1 hiperbolicznej zdawato si¢ wskazywaé na konieczno$¢ namystu nad samymi
podstawami matematyki. Skoro zadna geometria nie jest wyrozniona w porzadku
poznawczym, jedna nie jest bardziej ,,prawdziwa” od drugiej, to naturalnym jawi si¢ pytanie o
to, co przesadza o wyborze danej aparatury pojeciowej. Prostota i elegancja teorii? Wigksza
moc eksplanacyjna? Wspolnota uczonych?

W S$wietle postawionych powyzej pytan zachodzi wigc konieczno$¢ analizy pojeé
fundamentalnych dla nauk formalnych. Do takich bez watpienia naleza pojecia dowodzenia,
rozstrzygalno$ci 1 niesprzecznosci. Rzecz to o tyle wazna, ze w zalezno$ci od uzyskanych
wynikow uzyskuje si¢ odpowiedz o status matematyki jako nauki.

Odkrycie nieeuklidesowych geometrii — pisza Casti 1 de Pauli — sprawito, ze pojawity
sie watpliwosci co do charakteru zwigzku miedzy obiektami matematycznymi i
zewnetrznym swiatem. Przeciez z definicji Wszechswiat to wiasnie rzeczywisty swiat,
natomiast punkty, proste i tréjkaty to rzeczy znacznie mniej namacalne, istniejace w

réwnej mierze w umysle, co w $wiecie obiektow materialnych i fizycznych. [Casti, de
Pauli 2003, s. 29]

Refleksja nad podstawami matematyki wynikata réwniez z dostrzezenia pewnych paradoksow
teoriomnogosciowych. Tytulem przyktadu mozna wymieni¢ russellowski paradoks fryzjera
oraz antynomi¢ klas niezwrotnych. Istnienie tych paradoksow zdawalo si¢ wskazywac, iz w
obregbie samej matematyki istnieja problemy nierozstrzygalne. Zatem, status matematyki jako
nauki absolutnie pewnej stawat pod znakiem zapytania.

Co6z na to matematycy? Rzecz jasna nie byto im tatwo pogodzi¢ si¢ z zastanym stanem
rzeczy. Nie znaczy, iz poddali si¢ bez walki. Jak pisat bowiem Hilbert:
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Kazdy problem w matematyce musi by¢ $Scisle rozwigzywalny, albo w postaci
odpowiedzi na zadane pytanie, albo przez wykazanie niemozliwosci podania
rozwigzania.

Ide¢ ta oglosit w swoim stynnym wystapieniu na Migdzynarodowym Kongresie
Matematycznym w 1900 roku przedstawit list¢ 23 najwazniejszych nierozstrzygnigtych
problemoéw matematycznych.

Jeszcze moze wazniejsze od samych probleméw — postuluje Steen — byto wyznanie
wiary Hilberta, Zze w matematyce nie moze by¢ miejsca na ignorabimus. Argumentacja
Hilberta — a istocie takze przykfad catego jego zycia — Swiadczyty, ze w naturze
matematyki lezy formutowanie i rozwigzywanie zagadnien; nie istnieje wiec
mozliwo$¢, wedle sadu Hilberta, aby co$ pozostawato na zawsze nieznane. Narzedzi
samej tylko my$li, w umystach twérczych matematykoéw, powinny wystarcza¢ do
rozwigzania kazdego problemu matematycznego. Dla uzasadnienia swej tezy Hilbert
(...) wzigt na warsztat program kodyfikacji i formalizacji procesu matematycznego
dowodu. Miat on wszelkie powody wierzy¢, ze formalizacja wprowadzi do matematyki
te samag pewnosé, jaka dwa wieki wczesniej daty mechanice prawa Newtona.
Podobnie jednak jak mechanika kwantowa zburzyta determinizm Newtona, tak wynik
0 nierozstrzygalno$ci, jaki uzyskat (...) Kurt Godel zniszczyt pewnos¢ Hilberta. (...)
Godel udowodnit (...), ze — uzywajgc stow Hilberta — w matematyce zawsze istnieje
pewne ignorabimus. [Steen 1983, s. 18]

Nadziei na wykazanie, iz w matematyce nie istnieje ignorabimus Hilbert upatrywal w
programie formalizacji calej matematyki. Zdawato si¢ bowiem, ze zrddlem paradoksow
teoriomnogosciowych sa semantyczne treSci wyglaszanych stwierdzen. W celu
wyeliminowania mozliwo$ci wystgpowania tego rodzaju paradoksow nalezy, zdaniem
Hilberta, stworzy¢ system pozbawiony tresci semantycznych, w ktéorym mozna stwierdzaé
prawdg i falsz twierdzen. Idea ta nazywa si¢ idea systemu formalnego, za$ program
formalizacji matematyki okresla si¢ zwykle mianem formalizmu w filozofii matematyki.

Jak zbudowac taki system?

1. Dokonujemy formalizacji j¢zyka teorii. Rozumowania przeprowadzane w
intuicyjnych i aksjomatycznych teoriach matematycznych przeprowadzano w jezyku
potocznym. W systemie formalnym jezyk potoczny =zastgpujemy jezykiem
sformalizowanym. W tym celu ustalamy najpierw system symboli zwany znakami
pierwotnymi teorii, a nastgpnie ustalamy reguty pozwalajace na budowanie wyrazen z
tych symboli. Reguly te nazywamy formutami teorii (systemu).

2. Wsrod znakéw pierwotnych dokonujemy wyrdznienia ich rodzajow. Po pierwsze,
wyrdzniamy state specyficzne systemu, czyli symbole oznaczajace wszystkie
specyficzne pojecia formalizowanej teorii aksjomatycznej. Na przyktad: formalizujac
arytmetyke liczb naturalnych za state specyficzne mozna przyja¢ symbole: 1, +, <, >,
=. W kazdym jezyku sformalizowanym wystgpuja takze zmienne indywiduowe
oznaczajace obiekty, ktérymi zajmuje si¢ dana teoria. W formalizacji ALN za zmienne
indywiduowe mozna przyja¢ wyrazenia X1, X2... oznaczajace znaki dowolnych liczb
naturalnych.

3. Nastegpnie wyr6ézniamy zmienne wyzszych typow. Sa to symbole oznaczajace dowolne
obiekty matematyczne (nie bgdace idywiduami), ktorymi zajmuje si¢ dana teoria np.
dowolne zbiory idywidudw, zbiory zbiordw itd. Jezeli w jezyku sformalizowanym nie
wystgpuja zmienne wyzszych typow, jezyk ten nazywamy jezykiem elementarnym,
za$ teorig sformalizowana w oparciu o jezyk elementarny — teorig elementarng.
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Ze znakow pierwotnych tworzymy formuty atomowe, czyli wyrazenia odpowiadajace
najprostszym funkcjom zdaniowym. Na przykltad (X1 * X2) + X3 = X6 — X5 to
formuta atomowa sformalizowanej ALN. Jednak nie kazdy ciag znakow pierwotnych
jest formula atomowa, gdyz moze on by¢ wyrazeniem, ktére jest bezsensowne w
swietle przyjetych regut konstrukc;ji.

Do znakdéw pierwotnych teorii dotacza sig takze symbole spojnikow ekstensjonalnych
oraz kwantyfikatory.

Z formul atomowych za pomoca spojnikow i1 kwantyfikatoréw tworzymy wszystkie
formuty sformalizowanego jezyka teorii. Wérod wszystkich formut wyrdznia sig te,
ktore traktujemy jako odpowiedniki jej aksjomatow. Formuly te nazywamy
aksjomatami specyficznymi. Oto aksjomatyka Peano dla ALN:

) Ox = (1=x+1)
2) OxOyx+tl=y+1 - x=y)
3) OxOyx+@y+1)=x+y)+1))
4) Oxx*1)=x
5) OxDyx*(x+y)=(x*y)*x)
6) xyx<y=slzxtz=Yy))
Nastepnym etapem aksjomatyzacji teorii jest wybor aksjomatow logicznych i regut

dowodzenia, ktore tacznie stanowia aparat logiczny teorii. Aksjomaty logiczne
wybiera si¢ z tych formut reprezentujacych tautologie logiczne.

Majac (7) przystgpuje si¢ do skonstruowania intuicyjnego pojecia dowodu
nazywanego zazwyczaj dowodem formalnym.

Z procedur formalizacyjnych wynikaja pojecia zupetnosci i rozstrzygalnosci. Teoria zupelna
to taka, w ktorej dla kazdej formuty w jej jezyku (formuta reprezentuje zdanie) istnieje dowodd
albo dla tej formuty, albo dla jej negacji. Teoria nie posiadajaca takich wtasnosci nazywa si¢
niezupelna. W jej ramach istnieje tzw. zdanie nierozstrzygalne, czyli formula taka, Ze ani
ona ani jej negacja nie jest twierdzeniem teorii.

Sedno programu Hilberta mozna zatem stre$ci¢ nastgpujaco: w sformalizowanych teoriach
matematycznych nie istnieja zdania nierozstrzygalne. Z filozoficznego punktu widzenia
postulat ten ma nastepujace konsekwencje:

(1)

2)

wsrdd twierdzen matematyki nie moga istnie¢ paradoksy w rodzaju antynomii klas
niezwrotnych, cho¢ nie wykluczone, iZ moga one istnie¢ w j¢zyku naturalnym;

istnieje Scista 1  wzajemnie jednoznaczna relacja pomigdzy prawdami
matematycznymi i1 twierdzeniami systemu formalnego. Mowiac inaczej, istnieje
system, w ktorym kazdej prawdzie matematycznej odpowiada twierdzenie, a
kazdemu twierdzeniu — prawda matematyczna.

Okazato sie, iz Gddel zdruzgotat marzenia Hilberta. A byto to tak...
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2. Wynik Godla

Postulaty Hilberta zaktadatly, ze system formalny musza charakteryzowac: (1) zupetose, (2)
skonczono$¢, (3) niesprzecznos$¢ i (4) ogoélnos¢. Warunek skonczonosci opisu zaktadat, ze
musi istnie¢ mechaniczna procedura pozwalajaca w skonczonej liczbie krokoéw poda¢ dowod
danego twierdzenia. Procedura ta nazywa si¢ algorytmem. Znalezienie algorytmu dla
dowolnego  twierdzenia to  stynny hilbertowski  problem rozstrzygalno$ci —
Entscheidungsproblem Jak dzi§ wiadomo, algorytm tego rodzaju nie istnieje. Wynik ten
zawdzigczamy Godlowi.

Godel postawil bowiem pytanie o to, czy mozliwe jest arytmetyczne (liczbowe)
przedstawienie systemu formalnego, ktory bedzie obejmowat cala arytmetyke. W swojej
analizie austriacki logik wyszedt od Principiow... Whiteheada i Russella. W celu mozliwosci
zastosowania arytmetyki do badan nad nia sama nalezalo znalez¢ sposéb arytmetycznego
kodowania symboli jezyka Whiteheada-Russella. Przedstawia si¢ on nastepujaco:

ZNAK NG
- 1
O 2
. 3
O 4
= 5
0 6
S 7
( 8
) 9
‘ 10

W proponowanym ujeciu jezyk Whiteheada-Russella sktada sig z trzech typow zmiennych:
(1) zmienne liczbowe — przyjmuja warto$ci numeryczne;
(2)  zmienne zdaniowe — zast¢puja wyrazenia logiczne lub wzory;

(3)  predykaty — wyrazaja wlasnosci liczb lub wyrazen liczbowych np. pierwsza,
wieksze

Zmienne koduje si¢ za pomoca liczb pierwszych wigkszych od 10, zmienne zdaniowe za
pomoca kwadratéw liczb pierwszych wigkszych od 10, a predykaty — za pomoca szeSciandw
tych liczb.

Sposob kodowania:

(1) Dane wyrazenie: ([k) (x = sy) — Istnieje takie X, ze jest ono bezposrednim
nastgpnikiem y.
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)
3)

(4)

©)

x=11,y=13

Z tabeli otrzymujemy sekwencj¢ liczb jednoznacznie charakteryzujacych
wyrazenie: 8,4, 11,9, 8,11, 5,7, 13,9)

Bierzemy dziesi¢¢ pierwszych liczb pierwszych 1 mnozymy je poprzez
podniesienie kazdej do potegi rownej liczbie kodujacej odpowiedni symbol w
wyrazeniu. Liczy pierwsze to: 2, 3,5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29.

Mamy zatem: ([k) (x = sy) = 2° * 3% # 511 79 % 118 % 1311 17%% 197 % 2313 % 29?

Ten sposob kodowania jest podobny do kodu ASCII w komputerach. System G koduje
jednak znaki arytmetyczne z wielu poziomow. Jest to pierwszy element umozliwiajacy
skonstruowanie dowodu o niezupetnosci. O drugim — za tydzien.
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